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서 론

그동안 항공우주분야에서 궤적 최적화에 대한 다양

한 연구들이 수행되었다. 비선형 동역학과 복잡한 구
속조건을 포함하는 최적 제어문제는 수치적으로 해를 

구하는 직접(direct)방법으로 풀 수 있다. 전사

(transcription)를 통해 최적 제어 문제를 최적화 문제

로 변환하여 입력 프로파일을 구하는 방법들이 시도되

어왔다. 그중에서도 hp 유사스펙트럴 방법은 독립변수

를 몇 개의 단편으로 나누고 각각의 단편 안에서 전역 

함수 보간을 사용하기 때문에 다른 전사 방법들에 비

해 비교적 빠르고 정확하게 최적해를 구할 수 있다. 

또한, 유도탄 궤적 최적화에서 연소 종료 시점을 기준

으로 단계를 나누어 최적화할 수 있어 유용하다.

최근에는 실시간으로 최적화가 가능한 컨벡스 프로

그래밍이 개발되어 궤적 최적화에 적용되고 있다. 입

력 어파인 형태로 동역학을 변형하고, 선형화를 통해 

컨벡스 프로그래밍 문제 형태로 변환할 수 있다. 또한, 

무손실 컨벡스 완화를 사용하면 선형화 과정 없이도 

입력에 대한 등호 조건을 2차 부등호 조건으로 바꾸어 

컨벡스 프로그래밍에 적용할 수 있다. 

본 논문에서는 hp 유사스펙트럴 컨벡스 프로그래밍 

방법을 이용해 지대공 유도탄의 궤적최적화를 수행하

고 해의 타당성을 검증하였다. 

지대공 유도탄의 중기 유도 문제 정의

지대공 유도탄의 성능지수 및 동역학은 아래와 같이 

정의되었다.min    (1)
     sin


              (2) 

여기서, 상태변수 는 각각 거리, 고도, 속력 

및 경로각이고 받음각 는 입력이다. 밀도, 양력 및 저

항은 (3,4)와 같이 모델링되었다. 고체 추진제의 추력

과 질량 프로파일은 (5,6)에 나타내었다. 실속과 과도

한 기동가속도를 방지하기 위한 받음각의 구속조건은 

(7)과 같다. 

          (3)
  exp                (4)  

    ≤                 (5) 

    ≤             (6) 

max ≤≤max             (7)

컨벡스 프로그래밍

컨벡스 프로그래밍을 궤적 최적화에 적용하기 위해

서는 비선형 동역학을 선형화해야 한다. 연소 종료 전

/후의 두 단계로 나누어 입력 어파인 형태로 동역학을 

변환하면 (8)과 같다. 이 과정에서 2차 테일러 근사를 

이용해 sin≈ cos≈로 근사하였다. 또한, 연소 

종료 후 단계에서는 종말 시간이 고정되지 않았기 때

문에 독립변수 ∈   를 도입하여 종말 시간 고정

문제로 변환하였다. 

        ∈         ∈       (8)

where ≙  ≙  ′               

    

 

                   

 

 

      
         

다음으로 이전 최적화 값을 기준으로 선형화를 진행

하였다. 여기서 윗첨자 는 최적화 반복횟수를 의미한다.              (9)
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where                
마지막으로      으로 입력을 치환하고 컨벡

스 완화를 수행하면 다음과 같다. 

 ≤ (10)

위와 같은 컨벡스 완화조건이 최적화 과정에서 항상 

등호를 만족함은 최적 제어 이론을 이용하여 증명할 

수 있다 .
hp 유사스펙트럴 방법

hp 유사스펙트럴 방법은 독립변수를 h개의 단편으

로 나누고, 각각의 단편에서 p개의 노드를 갖는 전역 

보간 함수를 통해 이산화하는 방법이다 . (11)과 같이 
라그랑지 다항함수를 이용하여 유도된 미분 행렬 를 

이용해 미분방정식을 이산화된 대수방정식으로 전사할 

수 있다. 여기서 오른쪽 항 앞에 곱해지는 값은 유사
스펙트럴에서의 독립변수 ∈ 와 원래의 독립변수

들 ∈  ,∈  사이의 스케일 파라미터이다.




·     

             
·     

              
여기서      

(11)

상태변수들은 연속이어야 하기 때문에 연소 종료 전

의 마지막 값과 연소 종료 후의 처음 값들은 (12)처럼 

연결되어야 한다. 부등호 구속조건 (7)은 각 노드에서 

쉽게 이산화될 수 있다.

   (12)

위와 같이 유사스펙트럴 방법으로 전역 보간을 하면 

해의 정확도를 높일 수 있다.  

시뮬레이션 결과

시뮬레이션에서 사용한 초기값과 종말값, 최대 받음

각을 Table.1에 나타내었다. 해당 시뮬레이션에서는 

단계별로 각각 30개, 20개의 노드를 사용하였다. 
는 초기값과 종말값을 직선으로 연결해 초기화를 진행

하였다. 는 연소 종료 전에 증가하고 연소 종료 후에

는 감소하도록 선형으로 초기화하였고, 는 모두 0으

로 초기화하였다. 

Table 1. 초기/종말값 및 최대 받음각

파라미터 값 파라미터 값 0 km  15 km 0 km  60 km 10 m/s  40 ° 90 ° max 20 °

Fig. 1.~2.은 동역학을 근사화하지 않고 최적화를 

수행한 GPOPS-Ⅱ의 결과와 비교한 것이다. 입력은 

상태변수와 달리 연속일 필요가 없고 자유로운 값을 

취할 수 있기 때문에 연소 종료 직후 불연속적인 값을 

갖는 것을 확인할 수 있다. Fig. 3.는 궤적이 수렴하는 

과정을 나타낸 것이고 3번 만에 매우 빠르게 최적해로 

수렴하였다. Fig. 4.을 통해 무손실 컨벡스 완화가 되

었음을 확인할 수 있다.

결 론

본 논문에서는 hp 유사스펙트럴 컨벡스 최적화 방

법을 통해 지대공 유도탄의 중기 궤적 최적화 연구를 

수행하였다. 연소 종료 전/후로 단계를 나누고, 입력 

어파인 형태로 동역학식을 변환하였다. 이 과정에서 

입력값에 대해 무손실 컨벡스 완화를 수행하였다. 동

역학 식은 hp 유사스펙트럴 방법을 이용해 대수방정식 

형태로 변환되었다. 상태변수를 부정확하게 초기화했

음에도 불구하고 컨벡스 프로그래밍을 통해 최적 해로 

빠르게 수렴하는 것을 확인하고 실시간 지대공 유도탄 

궤적 최적화에 적용 가능함을 검증하였다. 
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Fig. 1. 최적화된 궤적 비교
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Fig. 2. 경로각과 받음각
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Fig. 3. 연속 컨벡스 최적화 결과
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Fig. 4. 무손실 컨벡스 완화 결과


