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Ⅰ. 서  론

해면이나 지면 위에 낮게 위치한 표적은 레이다 산란
파가 다중경로(multipath)로 거의 같은 시점에 수신기에
도달한다. 즉, 직접파와 표면 반사파의 두 파가 거의 같은

각도로, 같은 거리 빈(range bin)에 들어오므로 서로 간섭
을 일으켜서 각도 추정에 큰 오차가 생기므로 표적의 탐
지 및 추적에 어려움이 있다. 특히 일반적인 모노펄스
(monopulse) 레이다의 경우, 안테나 혹은 빔이 두 개뿐이
없어서 두 개의 각도를 측정하는 것이 불가능하다. 다중
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항공기 레이다에 있어 두 개의 주파수를 사용하였을 때
저고도 표적 다중경로 각도 추정의 CRLB

Cramér-Rao Lower Bound of Multipath Angle Estimation for Low-Flying 
Target of Dual-Frequency Airborne Radar 
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요  약

같은 단일 주파수를 갖고 위상만 다른, 즉 코히런트(coherent)한, 두 개의 신호가 비슷한 각도에서 동시에 입사하면
두 신호의 위상이 0도 혹은 180도 다를 경우 각도 추정에 큰 오차가 발생한다. 항공기용 레이다는 신호의 대역폭이 비교
적 작으므로 지표면 혹은 해면 가까이 낮게 나는 표적의 경우에 직접파와 표면 반사파가 같은 거리 빈(range bin)에 위치
하여서 이와 같은 현상이 일어날 수 있다. 본 논문에서는 항공기용 레이다에 있어서 단일 주파수를 사용하였을 경우, 
저고도 표적의 다중경로 간섭에 의한 각도 추정의 크래머 라오 하한(Cramer-Rao lower bound: CRLB)를 보이고, 두 개의
주파수를 사용하였을 경우 CRLB가 낮아짐을 보였다.

Abstract

If two signals with the same single-tone frequency and differing phases impinge simultaneously on an antenna at slightly differing 
angles, then a large error in the angle estimation might occur if the phase difference is either 0° or 180°. This phenomenon might 
arise with an airborne fire-control radar, which has a relatively small bandwidth, for a low-flying target over the sea or terrain surface. 
In this paper, we show that the Cramér-Rao lower bound for such a target can be significantly lowered with the use of two frequencies.

Key words: Airborne Radar, Multipath, CRLB, Angle Estimation
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경로 문제점은 특히 해상레이다(shipborne radar)에서 널리
알려져 있고, 이를 해결하기 위한 여러 가지 시도가 지난
수십년간연구되어왔다. 하지만항공기레이다에서도지표
면 혹은 해수면의 다중경로의 영향이 큰 문제가 된다[1],[2]. 

Complex indicated angle 방식[3]은 모노펄스 레이다를 사
용할 때 해수 표면의 반사 특성을 알고 있다고 가정하고
두 개의 각도를 찾는 방안이고, 참고문헌 [4]은 직접파, 
반사파가 2개인 점을 고려하여 3개의 빔을 사용한 방법
을 제안하였다. 한편, Zoltowski[5]는 3개의 빔을 사용한
root-MUSIC 방안으로 2개의 파의 각도를 찾는 방법을 보
였다. 이상의 방법과는 달리 참고문헌 [6]에서는 반사파
방향으로 널(null)을 주어서 간섭을 제거하는 방안을 제시
하였는데, 이 방법은 통신 기능도 필요한 사격통제 레이
다의 경우에 특히 유리하다.          
다중경로에 의한 두 개의 파는 모두 코히런트(coherent)

한 성질, 즉 두 개의 파가 단일 주파수이고 단지 위상만
다른 성질을가지고 있는데, 이경우 위상이 0도 혹은 180
도 일 경우, 크래머 라오 하한(Cramer-Rao lower bound: 
CRLB) 분석을 통하여, 입사각 추정 혹은 널링(nulling)이
근본적으로 어려움이 잘 알려져 있다[7],[8]. 그러므로 위에
소개한 간섭제거 방법들[1]～[6]은 모두 두 개의 입사파의
위상이 0도 혹은 180도일 경우 오차가 매우 크게 됨을 피
할 수 없다.
본 논문에서는 다중경로 각도 추정 문제의 CRLB를 수

치 해석적으로 설명하고, 두 개의 다른 주파수를 사용하
였을경우 모든위상 각도구간에서 CRLB가작아짐을 보
인다.

Ⅱ. 항공기와 표적 간 개념도

그림 1에높이가 인항공기용레이다빔이높이가 

인 지표면에 가까이 있는 표적을 향하는 모습을 보였다. 
레이다는직접파 과반사파 를동시에수신하게되는데, 
의경로길이는이고, 의경로길이는   

이다. 여기서 정면(boresight) 기준 의 입사각은  , 
의 입사각은 로 표시하였다. 또한, 레이다로부터 표적
까지 수평거리는 이고, 레이다로부터 반사 지점까지 수
평거리는 으로 표시하였다. 

그림 1. 비행체가 표적을 향하여 날아가는 개념도
Fig. 1. Geometry of a vehicle flying towards a target.

이제 다중경로 간섭에 중요한 역할을 하는 경로 차
    는다음의 식으로부터 얻은  , 로부

터 구할 수 있다.


      

  


   

      


직접파의 입사각 와 반사파의 입사각 은 다음과

같이 구할 수 있다. 반사점에서의 지표각(grazing angle) 

  cos 


 은






  ,   
 



를 이용하여 구하고,   cos 



로부터     , 

   를 얻을 수 있다.
이제  500 m,  10 m,  45°라고 가정하였을

때경로차   를 그림 2에보였다. 수평거리
 ≤  ≤1 km에서 경로 차는 20 m 이하에 불과하여 대
역폭이 7.5 MHz 이하인 항공기 레이다에서는 직접파, 반
사파가 같은 거리 빈(range bin)에 위치하여서 간섭을 일
으키게 됨을 알 수 있다.
그림 3에 수평거리  ≤  ≤1 km에서 직접파와 반

사파의 입사각을 보였다. 두 각도가 매우 비슷함을 알 수
있다.
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그림 2. 직접파와 반사파의 경로 차
Fig. 2. Path length difference between the direct and re-

flected waves.

그림 3. 직접파와 반사파의 입사각
Fig. 3. Angles of arrival of the direct and reflected waves.

Ⅲ. 단일 주파수를 사용할 때 각도 추정 CRLB

다중경로 간섭을 제거하고 표적의 각도를 찾는 가장
직접적인 방법은 직접파, 반사파의 각각의 각도를 구하는

것이다. 그림 4에 N 개의 안테나 사이의 간격이   



인 등 간격의 안테나 어레이를 보였다.

그림 4. 등 간격의 선형 안테나 어레이  

 
Fig. 4. Uniform linear antenna array  

 .

입사각이 각각  , 인 두개의평면파(plane wave) 신
호  , 가 있을 때 기저대역(baseband)에서 안테나 측정
치 벡터는 다음과 같이 표현된다.

    ,    











 


  

 

 
 
 


    

   

여기서

  sin,    ,   
 , 

  
 ,    

 ,   


∼
 

이다.
직접파 신호 과 반사파 신호 는 코히런트하여서

다음과 같이 모델 할 수 있다.

    ,    

여기서 표적에서 반사되는 신호 는 분산이  


인 복소 영평균 랜덤 신호(complex zero-mean random sig-
nal)로 가정하고, 는 시간 에서 샘플링한 신호를

의미하고,   는  에 대한  의 복소 경로
이득(complex path gain)을 의미한다. 복소 이득 의 절대
값 는동작주파수(operating frequency)   및반사표면의
성질에의하여결정되고, 각도 는동작 주파수   및반
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사표면의성질뿐만아니라, 경로길이에따라서결정된다.

   mod

따라서 신호 벡터

는 다음과 같은 공분산을 갖는다.

   


 





   

    




 


  

 

그러므로 안테나에서 받는 신호 는 공분산이  




 인 복소 영평균 랜덤 신호이다:

∼ .

여기서 우리가 찾으려는 변수   
는 에 포함

되어 있는데, 에 대한 피셔 정보 행렬(Fisher information 
matrix)    ∈  × 는 다음과 같이 주어진다[7],[8],

  
 





 


 
여기서 은 대각합(trace)을 의미하고, 

 는 다음

과 같이 구할 수 있다.




 






 

그러므로 의 CRLB는 다음과 같이 주어진다.

  ≥   

즉, 어떤 추정값(estimator) 를 선택하든지 간에 평균 제
곱근 편차(mean square error)의 제곱,   는 다음의
식을 만족한다.

  ≥    ,    

그림 5에    ,  0.05° ,  −0.05°,  10 GHz
인경우, 복소경로이득의각도 ∈ [−180°, 180°]에 대하
여 에 대한 CRLB를 그렸다.  0°, 180° 근방에서
CRLB가 값을 갖는 것을 알수 있다. 즉,  0°, 180°에서
는 을 추정하기 위하여 모노펄스 혹은 최대 우도 추정

(maximum liklihood estimation: MLE) 등의 어떠한 기법을

그림 5. 단일 주파수와 두 개의 주파수를 사용했을 때 직
접파 각도 추정에 대한 CRLB 비교

Fig. 5. Comparison of CRLB of the direct-path angle esti-
mation.

사용하든추정오류가클수밖에없다. 본논문에서보이지
않았지만 의 CRLB도 그림 5와 비슷한 형태를 보인다.
많은 항공기용 레이다는 다음과 같이 위상 모노펄스

추정(monopulse estimation) 기법을 사용하여 각도 를 구
한다. 




 tan

sin 
그림 3의 두 개의 가까운 입사각 상황의 경우, 위의 식

으로 를 구하면 그림 6과 같음을 볼 수있다. 즉, 항공기
와 표적 간 거리가 변화하면  0°, 180° 조건이 주기적
으로 만족하게 되므로, 주기적으로 커다란 측정 오차가
발생하게 된다.

Ⅳ. 두 개의 주파수를 사용할 때 각도 추정 CRLB

이와 같은 오차를 줄이는 방안은 가 주파수와 반사
표면의 성질의 함수임을 이용하여 여러 개의 주파수를
사용하는 것이다. 만약 두 개의 주파수 과 를 사용

한다면 각각에 대하여 다음과 같은 수신 신호 모델을 얻
는다.
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그림 6. 다중경로 신호의 모노펄스 입사각 추정
Fig. 6. Monopulse angle estimation for multipath signals.

     

     

여기서

   
 ,    

  

 



 





 ,  




 





 ,   

,   
, 

  


  ,   

 ,   



이다.
이제 위 식을 하나로 묶으면 다시

     

의 형태가 된다. 여기서

     
 ,       

 ,      
 ,   




 


 

 
 이다. 또한, 신호의 공분산은

  



 


 

 
  

  
  



















  
  



가 된다.

그림 5에 단일 주파수에서와 같은 조건( 0.9,  

0.05° ,  −0.05°) 에서 위에서 설명한 두 개의 주파수를
사용하여 CRLB를 구한 결과를 보였다. 여기서

 10 GHz,  10.1 GHz,  

  


  ,   20°

를 사용하였다. 각도  20°는 다른 주파수를 사용함에
따른 반사 계수의 차이에서 유래한다고 가정하였다. 
그림 5에서 두 개의 주파수를 사용한 경우, 한 개의 주

파수를 사용한 경우보다 CRLB가 현저하게 줄어들었음을
볼 수 있다.
그림 7에 두 개의 주파수를 사용할 때 두 주파수의 차

이에 따라 직접파 각도 추정 CRLB가 어떻게 변화하는지
보였다. 사용한 주파수는 다음과 같다.

 10 GHz,  10.1 GHz, 10.5 GHz, 11 GHz

CRLB가 비교적 높았던 180도 근처에서는 두 주파수
차이가 커질수록 CRLB가 크게 줄어들었음을 볼 수 있다. 
하지만 두 주파수 차이가 커질수록, 0도 근처에는 CRLB
가 약간 증가하는 경향을 보였다.

그림 7. 두 주파수 차이에 따른 직접파 각도 추정에 대한
CRLB 비교

Fig. 7. Comparison of CRLB of the direct-path angle esti-
mation according to the difference of two frequencies.
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Ⅴ. 결  론

본 논문에서는 항공기 레이다에서 두 개의 주파수를 사
용하면 저고도 표적의 다중경로 각도를 정확히 추정할 수
있음을 CRLB를 이용하여 이론적으로 보였다. 여기서 다
이버전스(divergence) 효과 등[6]을 포함한 다중경로의 보
다현실적인(realistic) 모델링은단지부수적인영향만주므
로 여기서는생략하였다. MLE 알고리듬은정칙조건(regu-
larity condition)을 만족할 경우 점근적으로(asymptotically) 
평균 제곱근 편차가 CRLB와 일치함이 잘 알려져 있다[7]. 
직접파 각도를 추정하는 알고리듬은 MUSIC, MLE, 혹은
모노펄스의 변형 등 여러 가지 방안이 가능한데, 구체적
인 알고리듬 구현은 본 논문에서 다루지 않았다.
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