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요 약

본 논문에서는 다양한 시간적분 방법을 이용하여 큰 회전변위를 갖는 단진자 문제를 해석했다. 탄성 막

대 유한요소로 모델링된 이 문제는 trapezoidal rule로 해석할 경우 작은 시간 스텝 크기에서도 해석이 어

렵다. 최근 Bathe(2002)가 제안한 composite 시간적분법은 이러한 문제에 있어서 해석의 안정성을 개선하

였다. 본 논문에서는 세가지 시간적분법(single-step Houbolt, SS32, general 9-parameter)을 통해 이 예제

를 풀어봄으로써 각 시간적분법의.안정성과 정확성을 비교한다.
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1. 서 론

큰 변위로 회전하는 simple pendulum 문제는 Tarnow(1993)와 Crisfield(1997)에 의해 90년대에 해석되었고

trapezoidal rule방식의 시간적분이 발산함이 보여졌다. Kuhl(1999)은 이 문제가 Generalized-alpha방법에 의

해 해석이 가능함을 보였고 또한 최근에는 Bathe(2002)가 composite방법으로 이 문제를 안정하게 해석하였

다. 특히 composite방법은 single-step의 trapezoidal rule을 two-step으로 변환시킨 뒤 시간 스텝의 마지막에

backward difference formula를 이용한다. 반면 trapezoidal rule은 시간적분 방식 중 Newmark의 일종이고,

Newmark방법의 파라미터를 변화시켜 가면서 이 문제를 해석해 볼 필요가 있다. 만약 Newmark방법이 파라

미터 변화에 따라 전체적으로 불안정하다면 이와 다른 파라미터를 갖는 시간적분 방법으로 시도가 가능하다.

Modak와 Sotelino(2001)은 최근에 single-step의 시간적분 방법을 총 9개 parameter를 갖도록 분류해 놓은

바 있다. 이 9개의 파라미터 중 Newmark와 동일한 파라미터를 제외한 방법으로 시도해볼 수 있으며 만약

잘 해석될 경우 원래의 trapezoidal rule을 포함해서도 안정적인 해석이 가능한지 시도가 가능하다.

2. 해석 예제와 시간적분 방식

본 연구에서 사용한 예제는 다른 문헌들을 참고하여 그림 1에 표시된 것과 같다. 시간적분 방식은 우선

전통적인 trapezoidal rule방식을 이용하였고 다른 방식으로는 Chung 와 Hulbert(1992)의 single-step

Houbolt(SSH), 그리고 Modak와 Sotelino(2001)가 분류한 대로 SS32 및 general 9-parameter방식을 적용했

다. SS32의 파라미터는 실험적으로 결정되었고 가능한 시간 스텝이 클 때 안정적인 해석이 가능하도록 하였
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그림 3 Newmark parameter의 stability region

그림 1 truss element를 이용한 simple pendulum의

모델과 초기조건

다. general 9-parameter에서 사용된 

이 1.5, 1.0, 1.0, 1.5, 1.0, 1.0일 때 trapezoidal rule과 동일

하게 되는데 general 9-parameter에서는 SS32에 사용된

파라미터를 이러한 trapezoidal rule에 적용하였다. 본 논

문에서는 Bathe의 composite방법과 이런 다양한 방법들

을 비교하기 위해 asymptotic computational cost를

Bathe의 composite방법에 맞추고자 composite 방법 이외

의 방법들을 두 개의 substep을 사용해서 해석하였다.

시간적분법 파라미터 사용된 값

composite  0.5

single-step Houbolt  0.5

SS32  1.37, 2.0, 3.0

general 9-parameter  1.37, 2.0, 3.0, 1.5, 1.0, 1.0, 1.5, 1.0, 1.0

표 1 각 시간적분 방법에 사용된 파라미터

3. 해석결과

3.1. Newmark(Trapezoidal) 방법

전통적인 trapezoidal rule로 진자 문제를 해석한 결과를

그림 2에 나타내었다. 사용한 시간 스텝은 0.01이며, 작은

시간 스텝에서도 반응이 불안정함을 보여준다.

그림 2 Response calculated using Trapezoidal rule

(Δt = 0.01)

한편 Newmark시간적분에서 trapezoidal rule이 아닌 다른 파라미터 값에 대해서도 해석 결과 불안정한 범

위가 넓게 존재하였다. 그림 3는 시간 스텝 0.01에 대해 이 예제의 안정한 범위를 나타낸다.

3.2. composite, 2-substep SSH, 2-substep SS32, 2-substep general 9parameter 방법

각 시간적분 방법을 적용한 해석결과의 전체적인 형상은 그림 4와 같다. 특정 시간 이후에는 해석결과의

진폭이 급격히 감소하는데 이를 특이 시간으로 둘 수 있으며 이 시간을 이용해서 여러 시간적분 방법 간의

비교가 이루어졌다. 시간 스텝을 달리 해서 해석을 할 때마다 특이 시간의 값은 달라진다. 이는 그림 5를 통



그림 4 국소 최대 변위의 변화를 이용한 특이 시간 (tcr)의 정의

 

해 비교하였고, 시간 스텝의 크기가 큰

경우에도 특이 시간의 값이 클수록 안

정적인 알고리즘임을 나타낸다. 때문에

SS32방식이 composite방법과 비교해서

도 안정성 면에서 뒤지지 않았고

general 9-parameter방식은 더 안정하

였다. 또한 특이 시간 이전까지 진자

진폭의 변위 감소는 거의 일어나지 않

지만 주기 증가는 계속된다. 특이 시간

까지의 주기를 비교할 그림 6에 비교했

다. SSH가 다른 알고리즘보다 큰 주기

증가를 보인 것 외엔 주기 증가 추세는

비슷했다.

그림 5 사용된 시간 스텝과 특이 시간 (tcr)과의 관계

 

4. 결 론

본 예제를 다양한 시간적분에 대해 해석한 결과, Newmark 방법을 제외한 방법들은 작은 시간 스텝 크기

에 대해 안정적이지만, 큰 시간 스텝 크기를 사용하면 주기 증가 및 특이 시간에서의 급격한 변위 감소가 일

어난다. 큰 시간 스텝 크기에 대해 composite와 다른 방법을 비교한 결과 SS32라는, Newmark와 다른 파라

미터를 사용하는 경우 비슷한 안정성을 얻었으며 9parameter방법을 통해 SS32의 방법을 trapezoidal rule에

다시 적용시킨 결과 안정성이 오히려 증가되었다.



그림 7 특이 시간에 대한 시간의 비(0～1)에

따른 진자의 증가된 주기 (Δt = 0.5)
그림 6 특이 시간에 대한 시간의 비(0～1)에

따른 진자의 증가된 주기 (Δt = 0.2)
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