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Abstract

Exponential smoothing methods do not adapt well to 
unexpected changes in underlying process. Over the past 
few decades a number of adaptive smoothing models have 
been proposed which allow for the continuous adjustment 
of the smoothing constant value in order to provide a 
much earlier detection of unexpected changes. However, 
most of previous studies presented ad hoc procedure of 
adaptive forecasting without any theoretical background. 
In this paper, we propose a detection-adaptation procedure 
applied to simple and Holt's linear method. We derive 
level and slope change detection statistics based on 
Bayesian statistical theory and present distribution of the 
statistics by simulation method. The proposed procedure is 
compared with previous adaptive forecasting models  
using simulated data and economic time series data. 

1. 서론

    지수평활법은 복잡한 예측 모형에 비해 예측 
능력이 떨어지지 않으면서 계산량이 적고 수식이 
단순하기 때문에 오늘날 산업 현장에서 가장 많이 
이용되는 예측 모형 중 하나이다. 그러나 이 방법은 
시계열의 내재과정(underlying process)에 급격한 
수준의 변화(level change) 또는 기울기(slope)가 
발생할 때, 그 변화에 신속히 적응하지 못하는 단점을 
가지고 있다. 따라서 지수평활법의 장점인 적용 
간편성을 가지면서도 환경 변화에 빠르게 적응할 수 
있는 예측 방법의 개발이 요구되었다. 이러한 적응적 
지수평활법(adaptive exponential smoothing)은 
Trigg and Leach(1967)가 제안한 이후 많은 
연구들이 진행되어왔다. Trigg and Leach(1967)는 
지수평활모형에서 예측 오차에 따라 평활 계수가 
연속적으로 변하는 적응적 예측 모형을 
제시하였으며 이 후 Whybark(1973)은 예측 오차의 
지속적인 모니터링을 통해 기준 수준을 넘을 때만 
평활 계수를 변화시키도록 하였다. 단순 
지수평활법에 대한 적응적 예측 방법과 더불어 
기울기 있는 시계열에 대한 Holt의 선형 방법에 대한 
적응적 예측 방법에도 활발한 연구가 
진행되어왔다(Gilchrist 1976, Roberts and Reed 
1969). 그러나 이들 연구는 구조변화에 대한 이론적 
고민 없이 ad hoc한 예측 방법을 제안한 한계를 
지니고 있었다. 
    지수평활법의 개념과는 별도로 전통 통계학적 
접근으로 구조변화를 연구한 논문으로 Chang, Chen 
and Tiao(1988), Tsay(1986) 등이 구조변화시점과 
변화유형을 인식한 후 간섭모형을 분석하였으며, 
Chen and Liu(1993)은 구조변화인식과 모수 추정을 

동시에 할 수 있는 방법을 제시하였다.
    베이지안 관점에서는 Chernoff and 
Zacks(1964), Gardner(1969) 등이 constant mean 
model에서 수준변화를 인식하고자 하였고, 
Ferreira(1975), Holbert and Broemeling(1977) 
등은 베이지안을 이용하여 회귀모형의 변환을 
분석하였다.
    Jun(1989), Jun과 Oliver(1985)는 Harrison과 
Stevens(1976)의 동적 선형 모형(dynamic linear 
model)에서의 수준 또는 기울기의 급격한 변화 시 그 
변화시기 및 변화량의 추정법을 제시하면서 
지수이동가중평균법 적용 시 수준변화를 가설 
검정하는 통계량을 유도하였다. 이 연구는 베이지안 
관점에서 유도된 수준변화 검정통계량이 
지수평활법의 평활계수의 함수로 표현될 수 있음을 
보임으로써 구조변화 인식 문제를 적응적 
지수평활분야에 도입한 최초의 연구가 되었다. 본 
논문에서는 Jun(1989)에서 제시한 통계량을 
기반으로 수준변화와 기울기 변화에 대한 새로운 
적응적 예측 방법을 제시하고자 한다.
    본 논문의 구성은 다음과 같다. 먼저 2장에서는 
Jun(1989)이 제시한 단순 지수평활법에서의 
수준변화 감지 통계량을 소개하고 이를 확장하여 
Holt의 선형방법의 기울기 변화 감지 통계량을 
유도한다. 이들 통계량을 이용한 적응적 예측 절차를 
소개한 후 3장에서 시뮬레이션 분석을 통해 논문이 
제시하는 예측방법의 우수성을 살펴본다. 4장의 실제 
데이터를 통해 모형의 현실 적용성을 살펴본 후 
5장에서 결론을 맺는다.
 
    
2. 적응적 지수평활법을 위한 구조변화 통계량

2.1. 단순 지수평활법
    Harrison and Stevens(1976)의 동적 선형 
모형(Dynamic Linear Model)에서 미지의 시점 M에 

수준변화를 나타내는 가변수(dummy variable) ∆  

를 추가함으로써 수준변화의 효과를 분석할 수 있다. 
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 과 은 각각 기대값이 0이고 분산이 각각         

 ,   이며 서로 무상관인 정규분포를 따른다. 

    와 구조변화 시점에 대한 확률변수 M은 

상호독립으로 가정한다. Harrison(1967)은 단순 

지수평활법의 예측식이 수준변화가 없는 ∆ =0 일 때 

식 (1)의 최적의 예측식이라는 것을 밝혔다. 
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Jun(1989)은 미지의 시점 M에 발생한 수준변화 ∆  

를 감지하는 검정 통계량을 유도하였다. ∆와 M에 

대한 비 정보 사전분포(non-informative 
prior)하에서 지수평활법의 수준변화를 감지하는 
검정통계량은 다음과 같다. 
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여기서 는 지수평활법의 일단계 예측 

오차(one step ahead forecast error)이고 1-α 는 
단순 지수평활법의 평활계수이다. 

2.2 Holt의 선형방법
    기울기가 있는 동적 선형모형에서 M 시점에 
기울기 변화가 발생하는 상황은 다음 식으로 표현할 
수 있다.
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여기서 , , 는 평균이 0이고 분산이 각각   , 

 , 인 serially uncorrelated Gaussian 

white-noise processes 이다. 그리고  

,,,,),( 1100 ++∆′ tt baTL 와  1+tc  는 상호 무상관이다. 

위의 동적 선형모형에서 기울기 변화에 대한 가설 
검정 통계량을 Jun(1989)의 절차에 따라 유도하면 
다음과 같다. 

구조변화 없는 경우

 t∆ 가 0인 경우 식 (3)의 내부 수준과 기울기의 사후 

확률 분포는 다음과 같이 유도된다. 
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여기서  
L
tk 와 

S
tk  는 각각 수준과 기울기의 Kalman 

gain 이다. 또한 최소자승 예측치 tf  와 이의 분산  

tv 는 다음과 같이 주어진다. 
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평형상태에서의 Kalman gain, 
L
ii

L kk ∞→= lim  와  

S
ii

S kk ∞→= lim 는 각각 식 Holt의 선형방법의 모수  

α 와  αβ 와 같다. 

구조변화 시점을 알 때
    구조변화가 시점  m 에 발생한 것을 알 때  m +1 
시점은 구조변화 효과가 관측되는 첫번째 시점이 

된다. 따라서  m 시점 이전의  1+tZ 에 대한 조건부 

분포는  0=∆ 인 경우와 동일하다. 

 1...,,1),(~,..., 11 −=+ mtvfNzzZ tttt    (6)

구조변화 시점과 크기를 알 때,   시점 이후의 조건부 
분포는 다음과 같다. 
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여기서 { } { }tt baSL ,,, 00 와 { }tc  가 Gaussian 분포를 

따르므로 tzz ,...,1 조건하에서 ∆의 분포 역시 

Gaussian 분포를 따른다. multivariate normal 

analysis를 통해 ∆  의 사후 확률 분포를 구하면 식 
(15)와 같다.
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구조변화 시점을 모를 때

   미지의 구조변화 시점  M 에 대한 사전 확률 

분포가  )(Mp 으로 주어질 때   M 과 ∆의 

사후확률 분포는 다음과 같이 유도된다.
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Jun(1989)에 따라 각 시점에 대해  0=∆  여부를 
가설 검정하는 통계량은 다음과 같고 
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여기에 구조변화 시점과 크기에 대한 diffuse prior를 
가정하면 Holt의 선형 방법에서 기울기 변화를 
감지할 수 있는 통계량을 다음과 같이 유도할 수 
있다. 
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여기서 
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식 (11)에서 제시된 통계량은 Holt의 선형방법에서 
계산되는 오차항과 평활 계수만으로 이루어진 
함수이다. 통계량의 성질을 살펴보면, 구조변화가 
발생하지 않을 경우 0으로 수렴하고 구조변화가 
지속적으로 발생할 경우 큰 값을 가지게 된다. 

2.3 통계량의 분포 및 예측 절차
    식(2)와 (11)에서 유도된 통계량의 귀무 분포(null 
distribution) 는 간단한 형태가 아니다. Jun(1989)은 
이 식(2)의 극한 분포(limiting distribution)가 
정규분포를 따름을 밝혔지만 가설 검정에 필요한 
임계치(critical values)의 계산은 수치 
적분(numerical integration)이 필요한 작업으로 
실제적인 적용에 어려움이 따른다. 따라서 본 
논문에서는 시뮬레이션 분석을 통해 각 통계량의 
경험적(empirical) 분포를 유도하고 이를 근거로 

가설 검정하는 절차를 제안한다. 먼저  의 분포 

유도를 위해 ARIMA(0,1,1)을 따르는 길이가 10인 
시계열 10000개를 생성하여 각 시계열의 수준변화 
통계량을 계산한 후 계산된 통계량의 분포를 
계산한다. 통계량의 분포는 구조변화의 발생여부에 
관심이 있는 모니터링 구간의 길이에 따라 다르므로 
가설 검정을 위한 임계치도 달라진다. MA계수가 
0.6인 경우 모니터링 구간을 2부터 10까지 
변화시키면서 통계량의 분포를 그려보면 다음과 
같다.
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그림 1. 구조변화 통계량의 시뮬레이션 분포

    유도된 통계량을 이용한 적응적 예측 절차는 
다음과 같다. 
1단계: 과거 관측치를 통해 평활계수를 추정한다.
2단계: 평활 계수를 이용하여 1단계 예측치를 
계산하고 모니터링 구간에 대한 예측 오차를 
계산한다. 모니터링 구간은 마지막으로 감지된 
구조변화 시점으로부터 현재 시점까지이고, 
구조변화가 발생한 적 없는 경우에는 임의의 큰 
구간으로 정한다. 본 논문에서는 5 시점으로 정한다.
3단계: 매 시점마다 식 (11)를 이용하여 통계량을 
계산하고 모니터링 구간에 대한 분포와 임계치를 
계산한 후 통계량과 비교한다. 통계량이 임계치를 
넘을 경우 구조변화가 발생하였다고 결론 내리고 
평활 계수를 1로 변경하여 구조변화에 신속히 
적응하도록 한다.

3. 시뮬레이션 분석

    제안모형의 예측 능력을 평가하기 위해 
시뮬레이션 분석을 수행하였다. 구조변화 통계량을 
이용한 적응적 단순 지수평활법을 평가하기 위해 

먼저 ARIMA(0,1,1),      을 

따르는 길이가 100인 시계열을 생성하고, 70번째 
시점에 크기가 3인 수준변화를 발생시킨 후 
41번째에서 100번째 시점의  1단계 예측오차를 
구하였다. 다양한 평활 계수에 대한 예측결과를 

살펴보기 위해 를 0.1부터 0.9로 0.2씩 

증가시키면서 각   당 300개씩의 시계열을 생성하고 
예측모형별로 가장 적은 MSE를 산출한 회수를 

기록하였다. 가 0.9인 경우를 제외하고 모든 
범위에서 제안방법의 예측 성능이 우수했다.

표1. 수준변화 시계열에 대한 시뮬레이션 결과

구조변화 통계량을 이용한 적응적 Holt의 
선형방법의 예측 능력을 비교하기위해서 

ARIMA(0,2,2),        

를 따르는 시계열을 생성하였고 역시 70번째 시점에 
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Holt's 

Linear

Robert & 

Reed
Gilchrist Proposed

-0.9 200 970 218 1634

-0.7 731 451 113 1582

-0.5 968 265 4 1468

-0.3 978 199 0 1313

-0.1 843 152 0 1172

0.1 631 96 0 1014

0.3 377 104 0 791

0.5 215 69 0 620

0.7 89 35 0 478

0.9 0 0 0 300

크기가 3인 기울기 변화를 주었다. 표 2는 각   값에 

대해 를 -0.9에서 0.9 사이를 0.2씩 변화시키면서 

300개씩의 시계열을 생성하고 1단계 MSE를 구한 후 
예측 모형별로 가장 적은 MSE를 산출한 횟수를 

기록한 것이다. 의 모든 구간에서 제안 방법이 

우수한 예측 능력을 보였다.

표2. 기울기변화 시계열에 대한 시뮬레이션 결과

4. 실증분석

    실증분석 자료로는 한국 산업생산지수와 상용 
근로자수 데이터가 이용되었다. 산업생산지수 
데이터는 IMF시기에 수준변화가 발생한 I(1) 
시계열이며, 상용 근로자 수 데이터는 기울기 변화가 
발생한 I(2) 시계열이다. 산업생산지수의 경우 
1991년 2분기부터 1997년 2분기까지의 자료로 

추정된 =0.886 이었다. 1997년 3분기부터 2005년 
4분기까지의 1단계 MSE를 비교한 결과  
단순지수평활법이 2,641,044, Trigg & Leach 
방법이 2,976,117, Whybark 방법이 3,619,280, 
수준변화 통계량을 이용한 적응적 단순 
지수평활법이 2,587,095로 제안방법이 가장 
우수했다. 상용근로자 데이터의 경우 1990년 
1월부터 1994년 12월까지의 자료로 추정된 

=0.736, =2.273 이었다. 1995년 1월부터 
2005년 12월까지의 1단계 MSE를 비교해본 결과 
Holt방법이 192.34, SAFT 방법이 247.36, Gilchrist 
가 670.29, 수준변화 통계량을 이용한 적응적 Holt 
선형방법이 179.89 로 역시 제안방법이 가장 우수한 
예측결과를 보였다.

5. 결론

    지수평활법은 간단하면서도 뛰어난 예측력을 
보여 실제 현장에서 많이 이용되는 예측 방법이다. 
그러나 시계열에 구조변화 발생 시 적절한 예측값을 
제공하지 못하는 단점을 가지고 있기 때문에 
불확실성이 많은 데이터의 예측에는 문제가 있다. 

 본 연구에서는 Jun(1992)이 제안한 구조변화 
통계량을 이용한 수준변화에 대한 적응적 
지수평활법과 이를 확장한 기울기 변화에 대한 
적응적 지수평활법을 제안하였다. 다양한 환경에서 
생성된 시뮬레이션 데이터를 통해 제안 방법의 
예측력을 테스트하였고 더 나아가 실제 데이터를 
이용한 실증분석을 통해 제안 방법이 기존의 적응적 

예측 방법들에 비해 우수함을 입증하였다. 이러한 
결과들은 구조변화가 빈번한 시계열의 예측에 제안 
방법이 유용하게 적용될 수 있음을 시사한다.
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